Завдання для шостого обласного турніру юних математиків 2010-2011 н. р.
1. Спостерігач знаходиться на березі річки у точці 

[image: image1.wmf]C

 і хоче виміряти її ширину. Він фіксує 
точку  на протилежному березі так, щоб кут між лінією берега і прямою 
[image: image3.wmf]CA

 був 
близьким до прямого. Потім витягує вперед праву руку з піднятим вгору великим пальцем, заплющує ліве око і суміщає піднятий палець з точкою 
[image: image4.wmf]A

. Далі, відкриває ліве око, 
заплющує праве і оцінює відстань між точкою на протилежному березі, на яку вказує палець, і точкою 
[image: image5.wmf]A

. Цю відстань множить на 10 і отримує наближене значення відстані до точки 
[image: image6.wmf]A

, тобто ширини річки. Обґрунтуйте такий спосіб вимірювання відстані.
2. Знайдіть число підмножин множини 
[image: image7.wmf]{
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 (включаючи порожню множину), які не 
містять жодної пари послідовних чисел.

3. Доведіть, що для довільних дійсних чисел  
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 виконується нерівність 
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та дослідіть необхідні і достатні умови, при яких у ній досягається рівність. 
4. Доведіть нерівність
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де  
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 В якому випадку має місце рівність? 
5. Відомо, що 
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 Доведіть, що 
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6. Дослідіть, для яких натуральних показників  
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 сума 
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 ділиться на 
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 для всіх натуральних 
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7. Для кожного простого числа 
[image: image19.wmf]p

 знайдіть усі натуральні 
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 такі, що
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  ділиться на 
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8.  Нехай 
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натуральні числа. Доведіть наступні твердження:
А). Якщо двочлен 
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 ділиться на двочлен 
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 то 
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 ділиться на 
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Б). Якщо двочлен 
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 ділиться на двочлен 
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 то 
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 непарне число.

9. Доведіть, що існує натуральне число, яке саме є точним квадратом і може бути подане як 
сума квадратів двох, трьох, чотирьох, п’яти, шести та семи різних натуральних чисел. Чи може число з такими властивостями бути меншим за 2010?
10. Послідовність Фібоначчі 
[image: image31.wmf](
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 задається рівностями: 
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(Детальніше дивись журнал «У світі математики»,  т.15, вип.4. – 2009. – Ст. 13 – 22).
А). Доведіть, що 
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 не може бути точним квадратом при жодному значенні 
[image: image34.wmf]n

.
Б). Дослідіть, при яких натуральних 
[image: image35.wmf]n

 добуток 
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 є точним квадратом?
11. На координатній площині зобразіть множину всіх тих точок  
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 для яких 
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12. Дослідіть кількість дійсних коренів рівняння 
[image: image39.wmf](
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у залежності від значення параметра 
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 Яку максимальну кількість цілих коренів може мати таке рівняння?
13. Знайдіть кількість розв’язків рівняння 
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 де  
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 ціла частина числа 
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дробова частина числа 
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  у залежності від значення параметра 
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14. На площині зображено трикутник 
[image: image47.wmf]ABC

 і коло 
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 яке проходить через вершину 
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середини сторін 
[image: image50.wmf]AC

 та 
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 і точку перетину медіан трикутника 
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 На колі 
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відзначена точка 
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 така, що 
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 Доведіть, що дотична до кола  
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  у точці 
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 проходить через середину сторони  
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 і проведіть її, користуючись лише лінійкою.

15.  Всередині трикутника 
[image: image59.wmf]ABC

 знайдіть точку 
[image: image60.wmf],
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 для якої середнє геометричне відстаней до сторін трикутника набуває максимального значення. 
16. Тура відвідує кожну клітинку шахової дошки рівно один раз і повертається на початкове 
поле. За один хід вона переходить на сусідню клітинку по горизонталі або по вертикалі.  
Тобто маршрут тури замкнений і являє собою неопуклий многокутник без самоперетинів. Знайдіть площу цього многокутника, якщо площа однієї клітинки дорівнює 1, а маршрут 
тури проходить через центри клітинок.
17. На сторонах трикутника 
[image: image61.wmf]ABC

 зовнішнім чином побудовані правильні трикутники 
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. Доведіть, що точки перетину медіан трикутників 
[image: image65.wmf]ABC

 та 
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співпадають.
18. Плоскі кути при вершині трикутної піраміди прямі. Дослідіть взаємозв’язок між площами граней цієї піраміди.
19. Маємо 7 словосполучень мовою сеймат (одна з 800 мов у Папуа-Новій Гвінеї) та їх переклад у довільному порядку: {tehu ing,  huhua seilon,  tel seilon,  toluhu ing,  toluok sinen,  tok sinen,  huok sinen}, {три собаки,  один будинок,  дві собаки,  один собака,  дві людини,  одна 
людина,  три будинки}.
У першому стовпчику виконані дії з числами, у другому – ті ж дії у тому ж порядку, записані словами: 
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tepanim toluhu 
[image: image68.wmf]´

 huohu = …;
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… 
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 … = seilon hinalo huopanim toluhu;
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huopanim + tepanim  huohu = tolupanim huohu;
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… + huopanim huohu = seilon tel toluhu;
  
[image: image73.wmf]...60...

+=




… + seilon tohu = seilon tepanim;
Заповніть пропуски та опишіть систему числівників мовою сеймат.

20. Грають двоє. Перший називає цифру від 2 до 9. Другий множить її на довільну цифру від 2 до 9. Потім перший множить результат на довільну цифру від 2 до 9 і т.д. Виграє той, хто вперше отримає добуток, більший за: 1) 2010;  2) задане число С. Хто виграє при правильній грі: перший гравець чи другий? 
Примітка.        При підготовці доповіді необхідно чітко виділити:

· основну ідею та етапи  розв’язування задачі;

· методи реалізації цих етапів;

· безпосереднє розв’язування задачі;

· висновки та узагальнення.
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